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Аннотация. В работе предложен алгоритмический способ построения кусочно-линейной функции риска с 
нелинейными преобразованиями независимых переменных. Этот способ сводится при задействовании ме-
тода наименьших модулей для идентификации неизвестных параметров к задаче линейно-булева програм-
мирования. Разработаны две версии функции риска для средних цен на жильё в России: обычная и с нели-
нейными преобразованиями предикторов. Вторая обладает значительно меньшей средней относительной 
ошибкой аппроксимации. 
 
Summary. The paper proposes an algorithmic method of constructing a piecewise linear risk function with nonlin-
ear transformations of independent variables. This method is reduced to a linear-Boolean programming problem 
when using the least moduli method to identify the unknown parameters. We have developed 2 versions of the risk 
function for average housing prices in Russia – the usual and with nonlinear transformations of predictors. The sec-
ond one has a much smaller average relative approximation error. 
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Введение. Исследование различных сложных систем, в том числе технических, с помощью 
методов математического моделирования, в частности регрессионного, часто сопровождается 
необходимостью анализа ситуаций, связанных с риском в самых разных его возможных трактов-
ках, например оцениваемым уровнем опасности (безопасности). Так, в работе [13] с использовани-
ем моделей географически взвешенной логистической регрессии изучаются и анализируются про-
странственно-временные изменения вкладов факторов, вызывающих лесные пожары в Испании. 
Изучены несколько подмножеств возникновения пожаров, объединяющих причины (халат-
ность/авария и поджог), сезон (лето-весна и зима-осень) и размер (<1 га, 1…100 га и >100 га). По-
лученные результаты свидетельствуют о том, что человеческий фактор теряет свою значимость, а 
климатические факторы выходят на первый план, что в конечном счёте может быть связано с 



 
 
 
успехом проводимой в последнее время политики профилактики. Кроме того, обнаружены силь-
ные различия в эффективности моделей возникновения пожаров в разных подмножествах, поэто-
му модели, основанные на долгосрочных исторических данных о пожарах, могут привести к оши-
бочным выводам. В [10] предложен метод построения нечёткой линейной регрессии, использую-
щий данные реального времени для точного прогнозирования суточного пикового расхода воды 
для рек Боу и Локоть в Южной Альберте (Канада). В качестве независимой переменной использо-
вался среднесуточный расход воды с задержкой в один, два, три или семь дней. При реализации 
модели был разработан уникальный гибридный подход, в котором пиковый расход рассматривал-
ся как вероятностный, а среднесуточный – как возможный. В статье [14] линейные регрессионные 
модели Блэка и Шоулза используются для анализа финансовых рисков морских перевозок.  

Работа [12] посвящена применению методов регрессионного анализа для оценки риска под-
топления городов из-за ливней с учётом шести пространственных факторов городских поверхно-
стей: плотности населения, плотности дорог, расстояния до водных объектов, процента противо-
фильтрационной поверхности, нормализованного индекса различий растительности и цифровой 
модели рельефа. Модель смогла объяснить риск подтопления в Ханое (Вьетнам) с уровнем досто-
верности 67,6 %. Этот результат очень важен при стратегическом планировании для предотвраще-
ния и контроля подтопления. Статья [6] основана на применении ранее разработанной авторами 
модели логистической регрессии для прогнозирования кредитного риска со стороны продавцов с 
целью его уменьшения в банковской сфере вследствие проявления мошеннических действий. В [7] 
модель логистической регрессии применяется к данным кредитного скоринга португальского фи-
нансового учреждения для оценки риска дефолта по потребительским кредитам. Было выявлено, 
что риск дефолта увеличивается в зависимости от размера кредита, срока кредита и возраста кли-
ента, но снижается, если клиент владеет большим количеством кредитных карт. Кроме того, кли-
енты, получающие зарплату в том же банковском учреждении, где выдаётся кредит, имеют мень-
ше шансов на неисполнение обязательств, чем клиенты, получающие зарплату в другом учрежде-
нии.  

В статье [8] разработана упорядоченная модель логистической регрессии для обеспечения 
проверки качества оценок внутреннего контроля риска финансовых операций внутренними ауди-
торами и владельцами бизнеса. Результаты показывают, что предложенная модель может служить 
инструментом повышения эффективности аудита и обучения, который неспециалисты могут ис-
пользовать для получения экспертных знаний. В [9] исследуются риски разрушения оползневых 
плотин. На основе японских данных в работе использовались метод логистической регрессии и 
техника складного ножа для определения важных геоморфических переменных, таких как макси-
мальный расход (или площадь водосбора), высота плотины, её ширина и длина, влияющих на 
устойчивость оползневых плотин. В [11] рассматриваются нечёткие модели линейной регрессии с 
нечёткими входными данными. Разрабатываются модели нечёткой линейной регрессии, нейтраль-
ные к риску, не склонные к риску и стремящиеся к риску. Наконец, работа [15] посвящена разра-
ботке надёжной и эффективной оценке геологического риска и благоприятности залегания угле-
водородов для принятия значимого решения о разведке. В статье рассмотрены и обсуждены моде-
ли, имеющие отношение к оценке геологического риска и благоприятности, а также представлена 
процедура, основанная на логистической регрессии. В этом методе количественная логистическая 
регрессионная связь между наличием углеводородов и ключевыми геологическими факторами по-
лучается путём интеграции доступной геолого-геофизической информации и текущих результатов 
разведки. Это крайне важно для определения вероятности появления углеводородов в простой и 
понятной форме с более объективным и воспроизводящим результатом. 

Расширение пространства переменных кусочно-линейной регрессионной функции 
риска. Традиционная форма этой функции имеет вид [1]: 

𝑦௞ ൌ  maxሺ αଵ𝑥௞ଵ,αଶ𝑥௞ଶ, … ,α௠𝑥௞௠ሻ ൅ ε௞, 𝑘 ൌ 1,𝑛, (1) 



 
 
 
где y − зависимая переменная; 𝑥௜ − i-я независимая переменная; α௜ − i-й подлежащий оцениванию 
параметр; ε௞ − ошибки аппроксимации; k − номер наблюдения; n − число наблюдений (длина вы-
борки). Будем считать все переменные модели (1) детерминированными и неотрицательными.  

В модели (1) переменные имеют, как правило, негативный по отношению к исследуемому 
объекту смысл (уровень риска, величина убытка, уровень уязвимости, цены на ресурсы и т. д.). 
При этом в соответствии с её правой частью непропорциональное уменьшение значений одной 
независимой переменной (локального риска) не приведёт к уменьшению значения выходного фак-
тора (глобального риска).  

В [11] задача оценивания параметров модели (1) по методу наименьших модулей, т. е. пу-
тём минимизации функции потерь 

𝐽ሺαሻ ൌ ෍ |ε௞|

௡

௞ୀଵ

 

сведена к задаче линейно-булева программирования (ЛБП).  
В работе [12] для кусочно-линейной регрессионной функции Леонтьева  

𝑦௞ ൌ  minሺ αଵ𝑥௞ଵ,αଶ𝑥௞ଶ, … ,α௠𝑥௞௠ሻ ൅ ε௞, 𝑘 ൌ 1,𝑛 (2) 

сформулирована задача назначения из некоторой совокупности элементарных преобразований  

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ൛𝑓ଵሺ𝑥ሻ, 𝑓ଶሺ𝑥ሻ, … , 𝑓௣ሺ𝑥ሻൟ 

лучшего преобразования для каждого предиктора в смысле минимума заданной функции потерь 
𝐽ሺαሻ. В качестве 𝑓௝ могут выступать в том числе некоторые элементарные функции lnሺ𝑥ሻ, expሺ𝑥ሻ, 
𝑥ିଵ,  𝑥ଶ,  𝑥ଷ,  √𝑥   и т. д. При этом 𝑓ଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥.  Тем самым осуществляется переход от кусочно-
линейной регрессии (2) к функции Леонтьева с нелинейными предикторами: 

𝑦௞ ൌ  minሺ αഥଵ𝑓௝భሺ𝑥௞ଵሻ,αഥଶ𝑓௝మሺ𝑥௞ଶሻ, … ,αഥ௠𝑓௝೘ሺ𝑥௞௠ሻሻ ൅ εത௞, 𝑘 ൌ 1,𝑛, (3) 

где 𝑓௝೔ – преобразование с номером 𝑗, оказавшееся лучшим в смысле минимума функции потерь 
𝐽ሺαሻ  для 𝑖 -й объясняющей переменной. Очевидно, что регрессия (3) будет характеризоваться 
меньшими ошибками аппроксимации в смысле манхэттенской метрики, чем кусочно-линейная за-
висимость (2).  

Задача перехода от регрессии (2) к зависимости (3) в [2] также сведена к задаче ЛБП сле-
дующим образом.  

Сформируем следующие матрицы: 

𝑍௝ = ቚห𝑧௞௜
௝ หቚ , 𝑗 ൌ 1,𝑝 𝑘 ൌ 1,𝑛 𝑖 ൌ 1,𝑚, 

где 𝑧௞௜
௝  = 𝑓௝ሺ𝑥௞௜ሻ. Тогда задача ЛБП для построения регрессии (3) примет вид 

𝑑௞ ൅ 𝑢௞ െ 𝑣௞ ൌ 𝑦௞, 𝑘 ൌ 1,𝑛, (4) 

𝑑௞ െ෍β௜
௝𝑧௞௜

௝

௚

௃ୀଵ

൑ 0, 𝑘 ൌ 1,𝑛, 𝑖 ൌ 1,𝑚, (5) 

෍β௜
௝𝑧௞௜

௝

௚

௃ୀଵ

െ 𝑑௞ ൅ Мଵσ௞௜ ൑ Мଵ, 𝑘 ൌ 1,𝑛, 𝑖 ൌ 1,𝑚, (6) 

෍σ௞௜ ൌ 1

௠

௜ୀଵ

, 𝑘 ൌ 1,𝑛, (7) 

β௜
௝െ Мଶδ௜

௝  ൑ 0, 𝑗 ൌ 1,𝑔, 𝑖 ൌ 1,𝑚, (8) 



 
 
 

෍δ௜
௝ ൌ 1,

௚

௝ୀଵ

  𝑖 ൌ 1,𝑚, (9) 

β௜
௝ ൒ 0, 𝑖 ൌ 1,𝑚, 𝑗 ൌ 1,𝑔, (10) 

σ୩୧ ∈ ሼ0,1ሽ, 𝑘 ൌ 1,𝑛, 𝑖 ൌ 1,𝑚, (11) 

δ௜
௝  ∈ ሼ0,1ሽ,      𝑖 ൌ 1,𝑚, 𝑗 ൌ 1,𝑔, (12) 

෍ሺ𝑢௞ ൅ 𝑣௞ሻ ൅ 𝑙෍෍β௜
௝

௠

 ௜ୀଵ

௚

௃ୀଵ

→ min

௡

௞ୀଵ

, (13) 

где Мଵ и Мଶ – заранее заданные большие положительные числа; 𝑙 – наперёд заданная малая поло-
жительная константа. 

После решения задачи ЛБП (4) – (13) параметры модели (3) рассчитываются по формуле 

αഥ௜ ൌ෍β௜
௝

௚

௝ୀଵ

, 

при этом лучшее преобразование для 𝑖-й независимой переменной соответствует номеру 𝑗  при  
δ௜
௝ = 1. 

Воспользуемся идеей преобразования модели (2) в модель с нелинейными предикторами 
(3) по отношению к кусочно-линейной функции риска с той же совокупностью преобразований 
𝐹ሺ𝑥ሻ, т. е. поставим задачу перехода от функции риска (1) к кусочно-линейной функции с нели-
нейными независимыми переменными: 

𝑦௞ ൌ  maxሺ αഥଵ𝑓௝భሺ𝑥௞ଵሻ,αഥଶ𝑓௝మሺ𝑥௞ଶሻ, … ,αഥ௠𝑓௝೘ሺ𝑥௞௠ሻሻ ൅ εത௞, 𝑘 ൌ 1,𝑛. (14) 

Используем при этом некоторые приёмы построения простой формы вложенной кусочно-
линейной регрессии [3].  

Для сведения задачи построения кусочно-линейной функции риска с нелинейными незави-
симыми переменными (14) к задаче ЛБП необходимо в задаче (4) – (13) заменить ограничения (5) 
и (6) соответственно на 

𝑑௞ െ෍β௜
௝𝑧௞௜

௝

௚

௃ୀଵ

൒ 0,   𝑘 ൌ 1,𝑛,   𝑖 ൌ 1,𝑚,  (15)  

и 

෍β௜
௝𝑧௞௜

௝

௚

௃ୀଵ

െ 𝑑௞ ൒ ሺσ௞௜ െ 1ሻМଵ,   𝑘 ൌ 1,𝑛,   𝑖 ൌ 1,𝑚. (16) 

Таким образом, для построения кусочно-линейной функции риска с нелинейными незави-
симыми переменными (14) необходимо решить задачу ЛБП с ограничениями (4), (15), (16), (7) – 
(12) и целевой функцией 

෍ሺ𝑢௞ ൅ 𝑣௞ሻ െ 𝑙෍෍β௜
௝

௠

 ௜ୀଵ

௚

௃ୀଵ

→ min

௡

௞ୀଵ

. (17) 

Заметим, что знак второго слагаемого в (17) противоположен (13), как это сделано в работе 
[4]. И вновь, как и ранее, после решения задачи ЛБП (4), (15), (16), (7) – (12), (17) параметры моде-
ли (14) рассчитываются по формуле 



 
 
 

αഥ௜ ൌ෍β௜
௝

௚

௝ୀଵ

, 𝑖 ൌ 1,𝑚, 

а лучшее преобразование для 𝑖-й независимой переменной соответствует номеру 𝑗 при δ௜
௝ = 1. 

Численный пример. Воспользуемся описанным выше способом построения кусочно-
линейной функции риска с нелинейными независимыми переменными для построения регресси-
онной модели цен на жильё. В качестве исходных данных используем поквартальную статистиче-
скую информацию за период с первого квартала 2017 г. по четвёртый квартал 2020 г. [5].  

Введём обозначения: у – средняя цена квадратного метра общей площади на рынке квартир 
в России, р./м2; 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ – соответственно средние цены на силикатные блоки, железобетон-
ные плиты перекрытий и песчано-гравийные смеси, р./м2. 

Обычная кусочно-линейная функция риска (1), построенная на основе ретроспективных 
данных, примет вид 

𝑦 ൌ max ሺ17.13𝑥ଵ, 7.89𝑥ଶ, 13.79𝑥ଷ, 67.47𝑥ସሻ, (18) 

Е = 3.85 %, λ = (2, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 4, 2, 2), 
где Е – средняя относительная ошибка аппроксимации; λ – вектор срабатываний, где λ௞ указывает 
на номер независимой переменной, на которой максимум в модели (18) «сработал» в 𝑘-м наблю-
дении. 

Теперь построим модель (14), включив в совокупность 𝐹ሺ𝑥ሻ четырнадцать степенных, по-
казательных и логарифмических преобразований: 

𝑦 ൌ max ሺ16132.4logଵ଴𝑥ଵ, 0.089𝑥ଶ
ଵ.ହ, 13.79𝑥ଷ, 67.47𝑥ସሻ, (19) 

Е = 3.15 %, λ = (2, 2, 1, 2, 3, 2, 2, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2). 

Сравнение кусочно-линейных функций риска (18) и (19) показывает, что вторая существен-
но точнее первой по критерию Е. При этом в обеих моделях, судя по значениям вектора срабаты-
ваний, цена квадратного метра жилья в основном зависит от цены на железобетонные плиты пере-
крытий – максимум в моделях (18) и (19) на переменной 𝑥ଶ сработал в одиннадцати наблюдениях 
из шестнадцати. 

Приведём ещё несколько пар кусочно-линейных функций риска (1) и (14) с разными набо-
рами регрессоров среди 𝑥ଵ,…, 𝑥ସ, подтверждающих тезис о большей точности второй из них: 

𝑦 ൌ max ሺ17.14𝑥ଵ, 7.95𝑥ଶ, 13.80𝑥ଷሻ, 

Е = 4.35 %, λ = (2, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2), 

𝑦 ൌ max ሺ0,32𝑥ଵ
ଵ.ହ, 14921,4logଵ଴𝑥ଶ, 0,22𝑥ଷ

ଵ.ହ), 

Е = 3.44 %, λ = (2, 3, 1, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 1, 3, 3), 

𝑦 ൌ max ሺ17.06𝑥ଵ, 7.95𝑥ଶ, 67.47𝑥ସሻ, 

Е = 4.08 %, λ = (2, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 2, 2), 

𝑦 ൌ maxሺ16066.5logଵ଴𝑥ଵ, 0,087𝑥ଶ
ଵ.ହ, 20756.33logଵ଴𝑥ସሻ, 

Е = 3.18 %, λ = (2, 2, 1, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2), 

𝑦 ൌ max ሺ18.06𝑥ଵ, 14.54𝑥ଷ, 67.47𝑥ସሻ, 

Е = 4.42 %, λ = (2, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 2, 2), 

𝑦 ൌ maxሺ16739.59logଵ଴𝑥ଵ, 0,223𝑥ଷ
ଵ.ହ, 2,045𝑥ସ

ଵ.ହሻ, 

Е = 3.16 %, λ= (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 2, 2). 

Заметим, что фактор 𝑥ଵ в последней модели не «сработал» ни разу. 



 
 
 

Заключение. В работе предложен способ построения кусочно-линейной функции риска с 
нелинейными независимыми переменными, сводящийся в случае применения метода наименьших 
модулей для вычисления оценок параметров к задаче линейно-булева программирования. Постро-
ены обычная функция риска и её аналог с нелинейными предикторами для средних цен на жильё в 
Российской Федерации. 
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